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АПРОКСИМАЦІЯ АРКТАНГЕНСА 
 

Розроблено різні способи знаходження значення функції арктанге-
нса в обчислювальній техніці. . На основі відомих формул апроксимації 
запропоновано власні формули, що характеризуються вищою точніс-
тю. 

 
In the article the different methods of finding of value of function of 

arctangent are considered in the computing engineering.  On the basis of the 
known formulas of approximation own formulas which are characterized by 
higher exactness are offered. 

1. ВСТУП 

Обчислення функції арктангенса широко використовується в 
обчислювальній техніці, радіозв’язку, комп’ютерній графіці, зокре-
ма при побудові зображень [17], або в комп’ютерних іграх[12]. То-
му існує проблема точності і швидкості обчислення даної функції. 
Існують такі наближені способи обчислення арктангенса: поліномі-
альна апроксимація, мінімаксна апроксимація, наближення рядом 
Тейлора, апроксимація Паде, наближення поліномом Чебишева, 
табличний метод, а також CORDIC (COrdinate Rotation DIgital 
Computer) метод.  

Для забезпечення високої продуктивності при розробці програ-
много забезпечення досить хорошим способом є наближення бага-
точленними і раціональними функціями. Зазвичай раціональні ап-
роксимації дозволяють досягнути більшої точності, ніж багаточ-
ленні апроксимації. Але при їх реалізації необхідно виконувати 
операцію ділення, яка у більшості процесорів виконується значно 
повільніше, ніж операція  множення. 

                                                           
1 Національний університет «Львівська політехніка» 
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2.  МЕТА РОБОТИ 

Метою даної роботи є дослідження похибок,  які виникають при об-
численні  арктангенса вище переліченими способами, а  
також знаходження формул, які давали б менші похибки  
апроксимації.  

3.  ОСНОВНА ЧАСТИНА 

Обчислення арктангенса розбивають на декілька етапів для зву-
ження діапазону обчислень. При обчисленні функції )arctan(xy =  на 
проміжку [ ]π2;0 , його розбивають на вісім частин(октантів), як пока-
зано на рис. 1.  допомогою цього розбиття і властивостей  арктангенса, 
таких як: 

)arctan()arctan( xx −−= , 

                  )1arctan(
2

)arctan(
x

x −=
π , якщо 1>x , 

обчислення  функції )arctan(xy =  на всьому проміжку, зводиться  до 
обчислення її значення в першому октанті. 

Слід розрізняти функції )arctan(xy =  та 
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Апроксимуючі функції Паде 
Ланцюговий дріб  для арктангенса має вигляд[1]: 
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Рис. 1.  Розбиття на октанти 

Апроксимуюча функція Паде є раціональною функцією 

kkk QPR /= , де многочлени kP  і kQ  визначаються потрійною рекур-
сією 
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Похибки наближень перших шести функцій подано в додатку 1. 
Лінійна апроксимація 
Лінійна апроксимація дає змогу наближати арктангенс  

прямими [4] 

xy
4
π

= , 

xy
4

035550873.0 π
+=  

Лінійна апроксимація [4] на проміжку [ ]1;0∈x  не дає досить точ-
них  результатів (абсолютна похибка становить 0.036). Але якщо фун-
кцію )arctan(xy =  наближати кількома прямими (кусково-лінійна ап-
роксимація), то можна досягти досить точних результатів. Розіб’ємо 
проміжок [ ]1;0  на вісім рівних відрізків, на кожному з яких рівняння 
апроксимуючої прямої буде мати різний вигляд[12]. 
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Рис. 2. Залежність похибки обчислення )arctan(x  

при кусково-лінійній апроксимації 
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За допомогою цього способу наближення максимальна абсолютна 
похибка не перевищує значення 0.00063, що є більш як  в 50 разів точ-
ніше, ніж при простій лінійній апроксимації. Але це ще не межа – точ-
ність можна ще підняти, якщо наближати  функцію більшою кількістю 
прямих.  

Наближення рядом Тейлора 
Функція )arctan(x  розкладається в ряд Тейлора[18], неповною су-

мою якого можна наближати дану функцію. Даний ряд дуже повільно 
збігається, тому для високої точності потрібно брати багато перших 
членів ряду і при цьому необхідно буде здійснити багато математич-
них операцій, що займе тривалий час. Максимальні похибки, що вини-
кають при наближеннях даним способом подано у таблиці 1. 

...
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 Таблиця 1 

k Похибка k Похибка 
k=0 0.2146018365 k=5 0.0413866195 
k=1 0.1187314968 k=6 0.0355364574 
k=2 0.0812685032 k=7 0.0311302092 
k=3 0.0615886397 k=8 0.0276933202 
k=4 0.0495224714 k=9 0.0249382588 

           
Похибки апроксимації )arctan(x  рядом Тейлора 
Як бачимо з таблиці метод є неточним і трудомістким. Точності 

можна досягти відкоригувавши неповний ряд Тейлора до такого ви-
гляду[18]: 

24028208
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За цією формулою  абсолютна похибка, при однаковій кількості 
операцій множення, не перевищує  710281.2 −⋅ , що є в майже 10000  
разів менше, ніж при наближенні рядом Тейлора . Якщо взяти форму-
лу, що містить 11 перших членів ряду Тейлора, 
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2119171513119753
)arctan(

2119171513119753 xxxxxxxxxxxx +−+−+−+−+−≈  то бачимо, 

що при вищих значеннях степеня вона дає значно більшу похибку 
( 210268.2 −⋅  ), ніж відкоригований вище неповний ряд Тейлора. 

Поліноміальна апроксимація 
Поліноміальна апроксимація  є ефективним способом наближення. 

Для того, щоб досягти вищої точності наближення необхідно викорис-
товувати поліном вищого степеня. Похибку можна зменшити в 2 рази 
за рахунок розділення проміжку наближення на частини – кусково-
поліноміальній апроксимації. Розглянемо на прикладі: нехай дано фу-
нкцію[15] xxx 0797.12880.0)arctan( 2 +−= . На проміжку ]1;0[∈x  вона 
дає похибку  305.7 −e . Тепер розібємо проміжок ]1;0[∈x  на чотири 
відрізки, кожному з яких буде відповідати різна функція: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=Δ∈−+−
=Δ∈−+−
=Δ∈−+−

=Δ∈+−

≈

4-8.7e]1;75.0(,005.008026.1289.0
4-5.3e]75.0;5.0(,003.008015.12916.0
3-1.72e]5.0;25.0(,005.00797.12917.0

3-2.02e]25.0;0[,0467.12992.0

2

2

2

2

xxx
xxx

xxx
xxx

y  

Як бачимо найбільша похибка при кусково-поліноміальній апрок-
симації на першому проміжку. Вона є меншою в три рази  за похибку 
при ]1;0[∈x , що свідчить про покращення результату.  Кращої точнос-
ті можна досягти при розділенні проміжку на більшу кількість відріз-
ків, наближаючи при цьому функцію поліномом з різними коефіцієн-
тами .  

 
Рис. 3.  Мікроконтроллер, що реалізує функцію )arctan(xy =  
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Для відтворення функції арктангенса  існують різні апаратні засо-
би: CORDIC-процесор, процесор кутового обертання, мікроконтрол-
лер[9], схему якого наведено на рис.3.  

inx _  – вхідне значення, двійкове 16-розрядне число на проміжку 
[ ]1;0 , outy _  – вихідне значення, двійкове 16-розрядне число на про-

міжку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
;0 π . 

Для обчислення функції в мікроконтроллері використовується по-
ліном другого степеня  cbxaxy ++= 2 . Коефіцієнти cba ,,  динамічно 
змінюються в залежності від значення inx _ , для того, щоб точніше 
здійснити апроксимацію. Результат outy _  точний в межах 0002,0  
радіан. 

 А зараз наведемо результати наших досліджень з апроксимації 
функції )arctan(xy =  на проміжку [ ]1;0  у порівнянні з відомими. 

Таблиця 2 

№ 
Літе-
ра-
тура 

Формула Похибка 

1. [13] xx 7918.00493.0)arctan( +≈ 257.5 −e  
2. * xx 7854.00355.0)arctan( +≈ 256.3 −e  

3. [4] xx
4

)arctan( π
≈ 211.7 −e  

4. [4] xx
4

035550873.0)arctan( π
+≈ 256.3 −e  

5. [15] xxx 0797.12880.0)arctan( 2 +−≈ 305.7 −e  
6. * 226636.00549.1)arctan( xxx −≈ 337.3 −e  
7. [7] 227308.005848.1)arctan( xxx −≈ 374.3 −e  
8. * 2275992.0066295.10024522.0)arctan( xxx −+−≈ 345.2 −e  

9. [4] )1(273.0
4

)arctan( xxxx −+≈
π 376.3 −e  

10. [4] )0663.02447.0)(1(
4

)arctan( xxxxx +−−≈
π

351.1 −e  

11. [7] 318208.0967483.0)arctan( xxx −≈  313.6 −e  

12. * 319268.0973.0)arctan( xxx −≈  308.5 −e  
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13. [7] 32 06630.017841.003011.1)arctan( xxxx −−≈  351.1 −e  

14. * 2 0652734.01859547.0036625.1001103.0)arctan( xxxx −−+−≈ 311.1 −e  

15. * 
4

32

138108.0
3380445.001828713.00038343.10001062.0)arctan(

x
xxxx

+

+−−+−≈ 406.1 −e  

16. [8] 0000.000308.101522.034241.014007.0)arctan( 234 −+−−≈ xxxxx 451.1 −e  

17. [7] 32 137308.033815.0016689.0002936.1)arctan( xxxxx +−−≈ 436.1 −e  

18. [5] 
)0091159.0

068542.0130908.0003314.0318253.0()arctan(
5

432

x
xxxxx

−

+−+≈ π
467.2 −e  

19. [7] 3 0760663.0285434.0994766.0)arctan( xxxx +−≈ 404.7 −e  

20. [6] xxxxx 999.03303.018014.008513.002084.0)arctan( 3579 +−+−= 518.2 −e  

21. [1] xx ≈)arctan(  115.2 −e  

22. [1] 23
3)arctan(

x
xx

+
≈ 254.3 −e  

23. * 2845.3
794.3)arctan(

x
xx

+
≈ 332.2 −e  

24. [8] 228125.01
)arctan(

x
xx

+
≈ 391.4 −e  

25. * 2263899.0013.1
)arctan(

x
xx

+
≈ 325.2 −e  

26. * 21972.009184.09848.0
)arctan(

xx
xx

++
≈ 440.7 −e  

27. * 
x

xx
358.090871.0

)arctan(
+

≈ 398.6 −e  

28. * 2176162.00894112.0889234.0
906828.0000519.0)arctan(

xx
xx

++
+−

≈ 484.5 −e  

29. * 
2

2

319.037274.06929.0
39657.06909133.0)arctan(

xx
xxx

++
+

≈ 510.7 −e  

30. [1] 
2

3

915
415)arctan(
x
xxx

+
+

≈ 327.6 −e  
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31. * 
2

3

0066.8485.15
97874.2474.15)arctan(

x
xxx

+
+

≈ 406.1 −e  

32. * 32

32

161096.0463323.0414948.05684175.0
28016.041414.056845192.0)arctan(

xxx
xxxx

+++
++

≈ 789.7 −e  

33. [1] 
42

3

990105
55105)arctan(

xx
xxx
++

+
≈ 308.1 −e  

34. * 
42

3

1195394.6247.80105
2979.459998.104)arctan(

xx
xxx

++
+

≈ 642.6 −e  

35. [1] 
42

53

2551050945
64735945)arctan(

xx
xxxx

++
++

≈ 487.1 −e  

36. [1] 
642

53

2552515751155
23111901155)arctan(

xxx
xxxx

+++
++

≈ 523.3 −e  

37. [10] 
288.063.02

)arctan(
x

xx
++

⋅≈
π

444.4 −e  

38. * 
288.062974.0

5707.1)arctan(
x

xx
++

≈ 490.3 −e  

 
Формули,позначені *, є запропоновані авторами. 

4.  ВИСНОВКИ  

Найвищу точність при знаходженні значення арктангенса дає ап-
роксимація раціональними функціями, єдиним недоліком якої є низька 
швидкодія, оскільки операція ділення, як правило, виконується значно 
повільніше, ніж операція множення. Ще вищу точність при наближен-
ні можна досягнути при використанні кусково-лінійної та кусково-
нелінійної апроксимації. Так, наприклад, при лінійній апроксимації, 
розбивши на вісім відрізків проміжок ]1;0[∈x , кожному з яких буде 
відповідати своя функція, максимальна похибка буде становити 
0.00063, а при наближенні однією функцією на загальному проміжку 
похибка – 0.036. Подані авторами формули в таблиці 2, в яких лише 
змінено сталі коефіцієнти, зменшують похибки від декількох процен-
тів до  декількох порядків, наприклад, формули  
(33-34). 
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