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ЧЕБИШОВСЬКЕ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ СУМОЮ ПОЛІ-
НОМУ Й СТЕПЕНЯ З ЕРМІТОВИМ ІНТЕРПОЛЮВАННЯМ У 

КРАЙНІХ ТОЧКАХ ВІДРІЗКА  
 
Встановлено достатні умови існування чебишовського (рівномі-

рного, мінімаксного) наближення функції сумою поліному та  степеня 
з найменшою абсолютною похибкою й ермітовим інтерполюванням у 
крайніх точках відрізка. Запропоновано алгоритм визначення параме-
трів такого наближення за схемою Ремеза. Обґрунтовано застосуван-
ня ітераційного методу для уточнення показника степеня. 

 
There are established the sufficient conditions for existence of Cheby-

shev (uniform, minimax) approximation of function by sum of a polynomial 
and degree, for the case of minimizing absolute error and Hermite interpolat-
ing at the end points of interval. The algorithm for determining the parame-
ters of such approximation using Remez scheme is proposed. The application 
of iterative method to calculation of value the index of degree is proved.  

1. ВСТУП 

Складність чебишовського наближення сумою поліному та степеня  
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з невідомими параметрами ia  ( )ni ,0= , A  і p  зумовлена тим, що 
таке наближення не завжди існує, а в разі його існування обчислення 
показника степеня досить трудомістке.  

Вираз (1) використовується для опису залежностей фізичних вели-
чин [1] і спеціальних функцій [2]. Властивості чебишовського набли-
ження сумою поліному та степеня (1) з інтерполюванням досліджено в 
праці [3], в цій статті встановлено достатні умови існування та харак-
теристичну властивість чебишовського наближення виразом (1) із 
найменшою абсолютною похибкою й відтворенням значення функції 
та її похідної в крайніх точках відрізка. Чебишовське наближення фун-
кцій з ермітовим інтерполюванням у крайніх точках відрізка викорис-
товується для побудови неперервних і гладких мінімаксних сплайн-
наближень [4].  

                                                           
1 Національний університет «Львівська політехніка», м. Львів,  
2 Центр математичного моделювання ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України 
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2. ІСНУВАННЯ Й ХАРАКТЕРИСТИЧНА ВЛАСТИВІСТЬ 
ЧЕБИШОВСЬКОГО НАБЛИЖЕННЯ СУМОЮ ПОЛІНОМУ  
Й СТЕПЕНЯ З ВІДТВОРЕННЯМ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ  
ТА ЇЇ ПОХІДНОЇ В КРАЙНІХ ТОЧКАХ ВІДРІЗКА 

Розглянемо неперервно диференційовні на відрізку [ ]βα ,  функції 
( )xf , що справджують нерівності  
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( )xU ′  – похідна функції ( )xU , ( )3,2 += nizi  – довільні, впоряд-
ковані за зростанням 1+< jj zz  ( )2,2 += nj  числа з відрізку [ ]βα , , 

α== 21 zz , а β== ++ 43 nn zz . 
Достатню умову існування чебишовського наближення функції 

( )xf  виразом (1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку 
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[ ]βα ,  і відтворенням значення функції та її похідної у крайніх точках 
відрізка сформулюємо у вигляді теореми. 

Теорема 1. Нехай функція ( )xf  неперервно диференційовна на ві-
дрізку [ ]βα , , тоді достатньою умовою існування чебишовського на-
ближення функції ( )xf  сумою поліному й степеня (1) при ( )2≥n  з 
найменшою абсолютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  і відтворенням 
значень функції та її похідної в обох крайніх точках відрізка α  і β  є 
справдження нерівностей (2). 

У випадку виконання умови (2) існує єдине чебишовське набли-
ження функції ( )xf  сумою поліному й степеня (1) з найменшою абсо-
лютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  і відтворенням значення функції 
та її похідної у крайніх точках відрізка, а його параметри задовольня-
ють систему рівнянь 
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в якій ( )2,3 += njz j  – впорядковані за зростанням точки чеби-
шовського альтернансу з інтервалу ( )βα , . 

Доведення. Сума поліному й степеня (1) для значень параметра p  
відмінних від 0, 1, ..., n задовольняє умову теореми щодо існування 
чебишовського наближення сумою поліному й нелінійного виразу з 
ермітовим інтерполюванням [5]. На підставі цієї теореми достатньою 
умовою існування чебишов–ського наближення виразом (1) з 
від’ємним значенням параметра p  неперервно диференційовної функ-
ції ( )xf  з найменшою абсолютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  і відт-
воренням значень функції та її похідної в обох крайніх точках відрізка 
є справдження нерівностей 

( ) ( )nn WW 00 << .    (9) 
Це випливає з того, що  

( ) 0lim =
−∞→

pnp
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np
Wp 00
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де 



94 

( ) ( ) ( )32114321 ,...,,;,...,,; ++++= nnnnn zzzDzzzDp ϕϕω , 

величина ( )nW0  визначається за формулою (4), значення виразів 
( )11 ...,,,; +++ kiiik zzzUD  для 3,1,1,3 +−=+= knjnk  – за формулою 

(5), а ( )3212 ,,,; +++ iiii zzzzUD  і ( )21 ,; +ii zzUD  – за формулами (6) і (7). 
Аналогічно, у випадку значень параметра p  з інтервалів 
( )jjp ,1−∈ , nj ,1=  достатньою умовою існування чебишовського 

наближення виразом (1) функції ( )xf  з найменшою абсолютною по-
хибкою на відрізку [ ]βα ,  і відтворенням значень функції та її похідної 
в обох крайніх точках відрізка є справдження нерівностей 
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оскільки 
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Якщо значення параметра p  більше від n , то достатньою умовою 
існування чебишовського наближення функції ( )xf  з найменшою аб-
солютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  й ермітовим інтерполюванням 
у крайніх точках відрізка сумою поліному та степеня зі значенням па-
раметра p  більшим від n  є справдження нерівності 
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В цьому разі 
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Отже, достатньою умовою існування чебишовського наближення 
функції ( )xf  із найменшою абсолютною похибкою на відрізку ],[ βα  
й ермітовим інтерполюванням у крайніх точках відрізка виразом (1) зі 
значенням параметра p  відмінним від 0, 1, ..., n є виконання однієї з 
нерівностей (9), (10) або (11), що еквівалентно умові (2). Теорему до-
ведено. 

Подібні твердження справедливі також для чебишовського набли-
ження виразом (1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку 
[ ]βα ,  і відтворенням значення функції та її похідної в одній із крайніх 
точок відрізка α  або β .  

Теорема 2. Нехай функція ( )xf  неперервно диференційовна на ві-
дрізку [ ]βα , , тоді достатньою умовою існування чебишовського на-
ближення ( )xf  сумою поліному й степеня (1) з найменшою абсолют-
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ною похибкою на [ ]βα ,  і відтворенням значення функції та її похідної 
в крайній лівій точці відрізка α  є справдження нерівностей (2), в яких 
значення виразів ( )11 ...,,,; +++ kiiik zzzUD  для 

3,1,1,3 +−=+= knjnk  визначаються за формулою (5), а 
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( )xU ′  – похідна функції ( )xU , ( )4,3 += nizi  – довільні, впоряд-
ковані за зростанням  1+< jj zz  числа з ( ]βα , , α== 21 zz .  

У цьому випадку існує єдине чебишовське наближення функції 
( )xf  сумою поліному й степеня (1) із найменшою абсолютною похиб-

кою на відрізку [ ]βα ,  і точним відтворенням значення функції та її 
похідної у точці α , а його параметри задовольняють систему рівнянь 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=−=−−

=−−′=−−

∑

∑∑

=

−

=

−

=

,4,3,1

,0,0

0

1

1

1

0

njAzzazf

ApiafAaf

jp
j

n

i

i
jij

p
n

i

i
i

p
n

i

i
i

μ

αααααα
     (14) 

В якій ( )4,3 += njz j  – впорядковані за зростанням точки чеби-
шовського альтернанcу з ( ]βα , . 

Доведення. Доведення цієї теореми можна провести подібно до 
доведення теореми 1 на підставі теореми щодо існування чебишовсь-
кого наближення сумою поліному й нелінійного виразу з ермітовим 
інтерполюванням [5].  

Теорема 3. Нехай функція ( )xf  неперервно диференційовна на ві-
дрізку [ ]βα , , тоді достатньою умовою існування чебишовського на-
ближення ( )xf  сумою поліному й степеня (1) з найменшою абсолют-
ною похибкою на [ ]βα ,  і відтворенням значення функції та її похідної 
в крайній правій точці відрізка β  є справдження нерівностей (2), в 
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яких значення виразів ( )11 ...,,,; +++ kiiik zzzUD  для 
3,1,1,3 +−=+= knjnk  визначаються за формулою (5), а 
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( )xU ′  – похідна функції ( )xU , ( )2,1 += nizi  – довільні, впоряд-
ковані за зростанням  1+< jj zz  числа з [ )βα , , β== ++ 43 nn zz  . 

У цьому випадку існує єдине чебишовське наближення функції 
( )xf  сумою поліному й степеня (1) з найменшою абсолютною похиб-

кою на відрізку [ ]βα ,  і відтворенням значення функції та її похідної у 
точці β , а його параметри задовольняють систему рівнянь 

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−′=−−

+=−=−−

−

=

−

=

=

∑∑

∑

,0,0

,2,1,1

1

1

1

0

0

p
n

i

i
i

p
n

i

i
i

jp
j

n

i

i
jij

ApiafAaf

njAzzazf

ββββββ

μ
    (17) 

в якій ( )2,1 += njz j  – впорядковані за зростанням точки чеби-
шовського альтернанcу з [ )βα , . 

Доведення. Доведення цієї теореми можна провести подібно до 
доведення теореми 1.  

Розглянемо умову (2). Значення виразу ( )nW  співпадає з ( )n
rW  

(r = 0, 1, ..., n) для функцій ( )xf , що мають вигляд 

( )xBxb r ln0 + , 0>x ,        (18) 
де 0b  і B  – будь-які дійсні числа. 

В [5] встановлено, що нерівності ( ) 0>nW  задовольняють функції 

( )xf , n-на похідна яких строго монотонна на відрізку [ ]βα , . Тому, 
достатній умові (2) існування чебишовського наближення сумою полі-
ному та степеня (1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку 
[ ]βα ,  й ермітовим інтерполюванням у крайніх точках відрізка задово-
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льняють, зокрема, функції ( )xf  неперервно диференційовані до n -го 
порядку, n-на похідна яких строго монотонна на [ ]βα , , за винятком 
функцій, що співпадають з виразом (18) для nr ,0= . 

3. ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ ЧЕБИШОВСЬКОГО 
НАБЛИЖЕННЯ СУМОЮ ПОЛІНОМУ Й СТЕПЕНЯ  
З ВІДТВОРЕННЯМ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ  
ТА ЇЇ ПОХІДНОЇ В КРАЙНІХ ТОЧКАХ ВІДРІЗКА 

Якщо функція ( )xf  задовольняє умови теорем 1, 2 та 3, то параме-
три ( )niai ,0=  і A  чебишовського наближення ( )xf  сумою полінома 
й степеня (1) із найменшою абсолютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  й 
ермітовим інтерполюванням у крайніх точках відрізка визначаються за 
формулами  

( ) ( )32113211 ,...,,;,...,,; ++++= nnnn zzzDzzzfDA ϕ ;      (19) 
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в яких ( ) pxxp =;ϕ , вирази ( )11 ...,,,; +++ kiiik zzzUD  для 
3,1,1,3 +−=+= knjnk  визначаються за формулою (5), а 

( )3212 ,,,; +++ iiii zzzzUD  і ( )21 ,; +ii zzUD  залежно від точок інтерполю-
вання − відповідно за формулами (6) та (7), (12) і (13) або (15) та (16).  

Значення параметра p визначається як розв’язок рівняння  
( ) ( )n

n Wp =ω ,         (22) 
де 

( ) ( ) ( )32114321 ,...,,;,...,,; ++++= nnnnn zzzDzzzDp ϕϕω , 

( ) pxxp =;ϕ , а значення ( )nW  визначається за формулою (5) з вра-
хуванням точок ермітового інтерполювання. 

Розв’язування рівняння (22) проводиться з врахуванням того, що у 
випадку справдження нерівності  

( ) ( ) ( )n
n

nn WWW <<0 ,              (23) 
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його розв’язок знаходиться в одному з інтервалів ( )1, +kk , де 
1...,,1,0 −= nk . Тому спочатку необхідно перевірити чи не попадає 

корінь рівняння в один із цих інтервалів. Якщо значення параметра p  
попадає в один з цих інтервалів, то його можна уточнити за методом 
хорд чи ділення навпіл. У протилежному випадку значення параметра 
p  знаходиться в одному з інтервалів ( )0,∞−  або ( )∞,n .  

З доведення теореми щодо існування чебишовського наближення 
сумою поліному й нелінійного виразу з ермітовим інтерполюванням 
[5] випливає, що ліва частина рівняння (22) для ( ) pxxp =;ϕ  є степене-
вою функцією яка має такий вигляд 

( ) ( ) 1
12

−−= np
n Kp ζζω ,         (24) 

де  

12

23
ττ
ττ
−
−

=K , ( )311 , +∈ nzzζ , ( )422 , +∈ nzzζ ,

 ( )1, ++∈ niii zzτ . 
Враховуючи степеневий характер залежності лівої частини рівнян-

ня (22) від p , його розв’язок доцільно шукати як корінь рівняння 

( ) ( )n
n Vpg = ,              (25) 

де ( ) ( )( )ppg nn ωln= ,  ( ) ( )( )nn WV ln= . 
Розв’язок рівняння (25) на інтервалах ( )0,∞−  і ( )∞,n  можна уто-

чнити за ітераційним методом Ньютона  
( ) ( )
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n
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( ) ( )xxxp p ln; =ϕ ;  ( ) pzzp =;ϕ ; 
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( ) ( ) ( )( )1324
* lnlnln zzzzWp nn

n +−+= ++ . 

Початкове значення наближення 0p  (28) до шуканого кореня рів-
няння (25) визначено, виходячи з вигляду (24) лівої частини рівняння. 
В разі такого вибору значення 0p  його знак завжди співпадатиме зі 
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знаком шуканого розв’язку. Співпадання знаків необхідне для забезпе-
чення стійкості ітераційного методу (26), тому що функція ( )pgn  має 
розриви в точках np ...,,1,0=  і перехід проміжних значень ip  через 
одну з цих точок може порушити збіжність методу (26). За такого ви-
бору початкового значення 0p  знаки проміжних значень ip  (26) зав-
жди будуть співпадати зі знаком шуканого розв’язку.  

Попередня перевірка умови (23) і вибір початкового значення 0p  
за формулою (28) забезпечують обминання згаданих точок розриву 
лівої частини рівняння (25) під час знаходження розв’язку рівняння 
(25) за ітераційною схемою (26). Запропоноване застосування комбі-
нації ітераційних методів для розв’язування рівняння (22) забезпечує 
достатньо швидку їх збіжність, зокрема, ітераційний процес (26) для 
тестових прикладів збігався за три-чотири ітерації. 

4. ВИСНОВОК 

Достатньою умовою існування чебишовського наближення сумою 
поліному й степеня (1) неперервно диференційованої функції ( )xf  з 
найменшою абсолютною похибкою на відрізку [ ]βα ,  і відтворенням 
значення функції та її похідної у крайніх точках відрізку є виконання 
нерівностей (2), які залежать від точок інтерполювання. Цим нерівнос-
тям задовольняють, зокрема, функції ( )xf  ( ) [ ]( )βα ,nCxf ∈ , n-на похі-
дна яких строго монотонна на [ ]βα , , за винятком функцій, що співпа-
дають з (18) для nr ,0= . Параметри ( )niai ,0=  і A  такого наближен-
ня визначаються за формулами (19)-(20). Значення параметра p є коре-
нем трансцендентного рівняння (22), розв’язок якого залежно від ви-
конання нерівностей (23) можна обчислити за ітераційною схемою (26) 
або ділення навпіл.  

Чебишовське наближення з відтворенням значення функції та її 
похідної в крайніх точках відрізка використовується для побудови не-
перервного й гладкого мінімаксного сплайн-наближеня.  
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