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ІНТЕРПОЛЯЦІЯ СУМОЮ ПОЛІНОМУ  

Й СТЕПЕНЕВОГО ВИРАЗУ  
З ВІДТВОРЕННЯМ ЗНАЧЕННЯ ПОХІДНОЇ  

В  КРАЙНІХ  ТОЧКАХ  
 
Встановлено необхідні та достатні умови існування інтерполя-

ції неперервно диференційовної функції сумою поліному й степенево-
го виразу з відтворенням значення похідної функції в крайніх точках. 
Вказано функції, що задовольняють цим умовам. Запропоновано й об-
ґрунтовано схему обчислення значень параметрів такої інтер-
поляції. 

 
The necessary and sufficient conditions of interpolation existence of 

conti-nuously differentiable function by the sum of polynomial and power 
expression with reproduction of value derivative in the end points are 
established. Functions, which satisfy these conditionsconditions, are 
indicated. There is proposed and grounded the calculation scheme for value 
of parameters such interpolations.  

1. ВСТУП 

Інтерполяція нелінійними виразами не завжди існує, а в разі існу-
вання – обчислення значень параметрів, що входять у вираз нелінійно, 
здебільшого досить трудомістке. Загальні умови існування інтерполя-
ції функції сумою поліному й нелінійного виразу  
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з відтворенням значення похідної функції в крайніх точках встановле-
но в праці [1]. У цій праці встановлено необхідні й достатні умови  
існування такої інтерполяції сумою поліному й степеневого виразу  
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Такий вираз використовують для опису різних фізичних процесів 
[2, 3] і наближення деяких спеціальних функцій, зокрема, для набли-
ження еліптичних інтегралів [4].   

1. ІСНУВАННЯ ЕРМІТОВОЇ ІНТЕРПОЛЯЦІЇ СУМОЮ 
ПОЛІНОМУ Й НЕЛІНІЙНОГО ВИРАЗУ 

Нехай у виразі вигляду (1) нелінійна функція  xp;  з параметром 

p  має такі властивості: 

– u1) функція  xp;  неперервна на відрізку   ,  разом з 

 1n -ю похідною      ,; 1 nCxp ; 

– u2) функція  xp;  та її похідні   xpi ; , ni ,1  є строго мо-

нотонними функціями від x  на відрізку   ,  для будь-яких 

 21, ppp ; 

– u3) відношення  1n -их похідних  xp;  по x  
     1

1
2

1 ;;  pp nn   є строго монотонною функцією від p  для 

 21, ppp  та будь-яких різних   ,, 21  .  

Розглянемо неперервно диференційовні на відрізку   ,  функції 

 xf , що справджують нерівності  
     nnn WWW 210  ,                          (3) 

де 
     22113321 ,...,,;,...,,;  nnnn
n zzzfDzzzfDW ,       (4) 
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де  xU   – похідна функції  xU , jz   2,2  nj  – будь-які, впо-

рядковані за зростанням, числа з відрізка   , , 21 zz  , а 23   nn zz . 

Умови існування ермітової інтерполяції функції  xf  виразом (1) 

в праці [1] сформульовано у вигляді теореми 1. 
Теорема 1 . Нехай функція  xf  неперервно диференційовна на 

відрізку   ,      ,1Cxf  , а функція  xp;  задовольняє вимо-

гам u1, u2 і u3, тоді необхідною й достатньою умовою існування ермі-
тової інтерполяції функції  xf  сумою поліному степеня n   1n  й 

нелінійного виразу (1) на множині різних впорядкованих за зростан-
ням точок jz  2,2  nj  з відрізка   , , яка відтворює значення 

похідної функції в крайніх точках 2z  та 2nz , є справдження нерівнос-

тей (3). 

2. ЕРМІТОВА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ СУМОЮ ПОЛІНОМУ  
 Й СТЕПЕНЕВОГО ВИРАЗУ 

Умови існування інтерполяції функції  xf  сумою поліному й 

степеневого виразу (2) встановлює теорема 2. 
Теорема 2. Нехай функція  xf  неперервно диференційовна на 

відрізку   , , тоді необхідною та достатньою умовою існування ін-

терполяції функції  xf  сумою поліному степеня n   1n  й степене-

вого виразу (2) на множині різних впорядкованих за зростанням точок 

jz  2,2  nj  з відрізка   , , яка відтворює значення похідної фу-

нкції в крайніх точках 2z  та 2nz , є справдження нерівностей.  
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k ln , 

 nW  визначаємо за формулою (4), а  kjjjk zzzUD  ...,,,; 1  – за 

форму-лами (5) – (7).  
Доведення. Покажемо, що сума поліному й степеневого виразу (2) 

для значень параметра p  відмінних від 0, 1, ..., n задовольняє умовам 

теореми 1.  
Розглянемо спочатку випадок від’ємних значень параметра p  

 0p . Для функції   pxxp ;  величини  nW1  і  nW2  відповідно до 

(9), набувають таких значень  
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 nW0
~  визначаємо за формулою (4), значення виразів 

 11 ...,,,;  kiiik zzzUD  для 3,1,1,3  knjnk  − за формулою 

(5), а  3212 ,,,;  iiii zzzzUD  і  21 ,; ii zzUD  – за формулами (6) і (7). 

Отже, на підставі теореми 1 необхідною та достатньою умовою іс-
нування інтерполяції функції  xf  виразом (2) з від’ємним значенням 

параметра p  на множині точок jz   3,1  nj  з відрізка   ,  з від-

творенням значень похідної функції в крайніх точках є справдження 
нерівностей 

   nn WW 0
~0  .                       (12) 

Аналогічно, у випадку, коли значення параметра p  належить од-

ному з інтервалів  jj ,1 , nj ,1   
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Відповідно до теореми 1 це означає, що необхідною та достатньою 
умовою існування інтерполяції функції  xf  на множині точок jz  

 3,1  nj  з відрізка   ,  з відтворенням значень похідної функції 

в крайніх точках сумою поліному й степеневого виразу (2) зі значен-



ням параметра p , що належать одному з інтервалів  jj ,1 , nj ,1 , 

є справдження нерівностей 
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У випадку, коли значення параметра p  більше від n     ,np , то  
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На підставі теореми 1 це означає, що необхідною та достатньою 
умовою існування інтерполяції функції  xf  на множині точок jz  

 3,1  nj  з відрізка   ,  з відтворенням значень похідної функції 

в крайніх точках сумою поліному та степеневого виразу (2) зі значен-
ням параметра p  більшим від n  є справдження нерівності 

   n
n

n WW ~ .                (14) 

Отже, сума поліному та степеневого виразу (2) задовольняє умови 
теореми 1 при будь-яких значеннях p , відмінних від 0, 1, ..., n. Таким 

чином, необхідною й достатньою умовою існування ермітової інтер-
поляції функції  xf  на множині точок jz   3,1  nj  з відрізка 

  ,  із відтворенням похідної функції у крайніх точках відрізка зі 

значенням параметра p  відмінним від 0, 1, ..., n є виконання однієї з 

нерівностей (12), (13) або (14), що еквівалентно умові (10). Теорему 
доведено. 

Проаналізуємо умову (10). Розглянемо величини  n
rW  (6.4.3) для r 

= 0, 1, ..., n . Значення виразу  nW  співпадає з  n
rW~  для функцій  xf , 

що мають вигляд 

 xBxb r ln0  ,       0x ,                      (15) 

де 0b  і B  – будь-які дійсні числа. 

Виконання першої нерівності   0nW  умови (10) вимагає співпа-

дання знаків величин  111 ...,,,;  niiin zzzfD , 2,1i . В [1] становле-

но, що вони дорівнюють приросту n -ої похідної функції  xf . Отже, 

нерівність   0nW  виконується, зокрема, для функцій  xf  неперерв-

но диференційовних до n -го порядку, n-на похідна яких строго моно-

тонна на відрізку   , . 

Таким чином, умові існування ермітової інтерполяції виразом (2) 
на відрізку   ,  задовольняють, зокрема, функції  xf  неперервно 



диференційовні до n -го порядку      ,nCxf  , n-на похідна яких 

строго монотонна на   , , за винятком функції, що співпадають з 

(15) для nr ,0 . 

3. ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ ЕРМІТОВОЇ ІНТЕРПОЛЯЦІЇ 
СУМОЮ ПОЛІНОМУ ТА СТЕПЕНЕВОГО ВИРАЗУ 

Якщо функція  xf  задовольняє умову теореми 2, то параметри 

 niai ,0  і A  інтерполяції  xf  виразом (2) на множині впорядко-

ваних за зростанням точок jz   2,2  nj  з відрізка   ,  визнача-

ються за формулами  
   22112211 ,...,,;,...,,;  nnnn zzzDzzzfDA  ;  (16) 
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де вирази  kiiik zzzUD  ...,,,; 1  визначають за формулами (5)-(7), 

  põxp ;  21 zz  , а 23   nn zz .  

Значення параметра p визначається як розв’язок рівняння  

   n
n Wp  ,          (19) 

де 
     221133,21 ...,,,;...,,,;  nnnnn zzzDzzzDp  ,     (20) 

  pxxp ; , а вирази  nW  і  kiiik zzzUD  ...,,,; 1  – визначаємо за 

формулами (4)-(7). 
Розв’язування рівняння (19) проводимо з врахуванням того, що у 

випадку коли значення величини  nW  задовольняє нерівностям  
     n

n
nn WWW ~~

0  ,          (21) 

його розв’язок належить одному з інтервалів  1, kk , де 

1...,,1,0  nk . Тому спочатку необхідно перевірити чи належить ко-

рінь рівняння одному із цих інтервалів. Якщо значення параметра p  

належить одному з цих інтервалів, то його можна уточнити за методом 



хорд або ділення навпіл. У протилежному випадку значення параметра 
p  належить одному з інтервалів  0,  або  ,n .  

Уточнення кореня рівняння (19) в інтервалах  0,  і  ,n  ґру-

нтується на врахуванні того, що відповідно до [1] його ліва частина є 
степеневою функцією і її можна подати у вигляді 

    1
12

 np
n Kp  ,                                   (22) 

де  
12

23








K ,        211 ,  nzz ,       322 ,  nzz .  

Враховуючи степеневий характер залежності (22) лівої частини рі-
вняння (19) від p , його розв’язок доцільно шукати як корінь рівняння  

   n
n Vpg  ,            (23) 

де     ppg nn ln ,     nn WV ln . Розв’язок цього рівняння мо-

жна обчислити за ітераційним методом Ньютона  
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вирази  nW  і  111 ...,,,;  niiin zzzUD  визначаємо за формулами 

(4) – (7), а  nW0
~  і  n

nW~  – за формулою (11). 

Вибір початкового значення 0p  (26) є достатньо близьким до 

розв’язку рівняння й забезпечує співпадання їхніх знаків, що необхід-
но для дотримання стійкості ітераційного методу (24). Функція  pgn  

при   pxxp ;  має розриви в точках np ...,,1,0  і перехід проміж-

них значень ip  через одну з цих точок може порушити збіжність ме-

тоду (24). Попередня перевірка умови (21) і вибір початкового значен-
ня 0p  за формулою (26) забезпечують обминання згаданих точок роз-



риву лівої частини рівняння (19) під час знаходження його розв’язку за 
ітераційною схемою (24). Запропонована комбінація застосування іте-
раційних методів для розв’язування рівняння (19) забезпечує достат-
ньо швидку їхню збіжність. 

4. ВИСНОВОК 

Необхідною та достатньою умовою існування ермітової інтерпо-
ляції сумою поліному й степеневого виразу (2) є справдження нерівно-
стей (10). У разі виконання цих умов параметри такої інтерполяції ви-
значаються за формулами (16) – (18). Значення показника степеня зна-
ходиться як розв’язок трансцендентного рівняння (19). Для визначення 
значення кореня цього рівняння можна застосувати комбінацію ітера-
ційних методів з використанням методу Ньютона (24).  
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