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Встановлено достатню умову існування чебишовського наближення 
сумою поліному й логарифмічного виразу з інтерполюванням у крайніх точках 
відрізка. Запропоновано алгоритм визначення параметрів такого наближення 
з найменшою абсолютною похибкою за схемою Ремеза.
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Постановка проблеми. Чебишовське наближення з інтерполюванням у 
крайніх точках відрізка використовують при побудові неперервних мінімак-
сних сплайн-наближень [1, 2]. Неперервні сплайни використовують для опису 
контурів об’єктів [3], подання траєкторії руху різальних інструментів для вер-
статів з програним керуванням [4] тощо. Оптимальні за точністю неперервні 
сплайн-наближення при фіксованій кількості параметрів можна отримати з ви-
користанням чебишовського (мінімаксного) наближення тобто неперервного 
мінімаксного сплайн-наближення [1]. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Властивості чебишовського 
наближення з інтерполюванням висвітлено в працях [2, 5, 6]. У працях [2, 5] 
досліджено властивості чебишовського наближення сумою поліному й нелі-
нійного виразу від одного параметра, зокрема, сумою поліному й експоненти 
та степеневого виразу. Визначення параметрів чебишовського наближення су-
мою константи й логарифмічного виразу з відтворенням значення функції в за-
даній точці описано в [7]. Умови існування чебишовського наближення сумою 
поліному й логарифмічного виразу описано в праці [8].

Мета статті. У статті досліджено властивості чебишовського наближення 
сумою поліному та логарифмічного виразу з інтерполюванням у крайніх точ-
ках відрізка. Цей вираз не задовольняє умову Гаара [2] й, відповідно, чебишов-
ське наближення таким виразом не завжди існує. Окрім того, в разі існування 
чебишовського наближення сумою поліному й логарифмічного виразу виника-
ють труднощі при визначенні параметра, що входить у вираз нелінійно. Тому 
необхідно встановити клас функцій, для яких чебишовське наближення сумою 
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поліному й логарифмічного виразу існує і запропонувати метод обчислення 
значення параметра, що входить у вираз нелінійно. 

Виклад основного матеріалу дослідження. Задача чебишовського набли-
ження неперервної на відрізку   ,  функції  xf  сумою поліному й логариф-
мічного виразу
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з інтерполюванням полягає у визначенні таких параметрів ia   ni ,0 , 
A і p, при яких відхилення виразу (1) від  xf  на   ,  досягає найменшого 
можливого значення [1. 2]. Дослідження чебишовського наближення виразом 
(1) з інтерполюванням ускладнюється тим, що цей вираз не задовольняє умову 
Гаара, тому виникає питання існування такого наближення для функцій  xf  і 
його єдиності. 

Властивості чебишовського наближення сумою поліному й логариф-
мічного виразу з найменшою абсолютною похибкою й інтерполюванням 
у крайніх точках. Розглянемо неперервні на відрізку   ,  функції  xf , що 
задовольняють нерівності 
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     jjjj zUzUzzUD   221 ,; ,    2,1  nj ,
а jz   4,1  nj  – довільні, впорядковані за зростанням 1 jj zz   3,1  nj  

числа з відрізка   , .
Достатню умову існування чебишовського наближення функції  xf  виразом 

(1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку   ,  і відтворенням її 
значення у крайніх точках відрізка сформулюємо у вигляді теореми.

Теорема. Нехай функція  xf  неперервна на відрізку   , , тоді:
а) достатньою умовою існування чебишовського наближення функції  xf  
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сумою полінома й логарифмічного виразу (1) з найменшою абсолютною 
похибкою на відрізку   ,  і відтворенням її значення у крайніх точках відрізка 
  і   (або тільки в одній із них) є виконання нерівностей (2), в яких у випадку 
інтерполювання в обох крайніх точках
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у випадку інтерполювання у точці   – 1z ,
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а в разі інтерполювання в точці   – 4nz , 
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б) у випадку виконання умов пункту а існує єдине чебишовське наближення 
функції  xf  сумою поліному й логарифмічного виразу (1) з найменшою 
абсолютною похибкою на відрізку   ,  і відтворенням її значення у крайніх 
точках відрізка. Параметри такого наближення задовольняють систему рівнянь
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в якій

1j ,    4,1  nj ;

 4,1  njz j  – впорядковані за зростанням точки альтернансу; 1z  
і 01  , якщо інтерполювання проводиться у точці  ; 4nz  і 04 n , 
якщо інтерполювання проводиться у точці  .

Достатній умові існування (2) чебишовського наближення сумою поліному 
й логарифмічного виразу (1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку  
  ,  й інтерполюванням у крайніх точках відрізка задовольняють, зокрема, 
неперервно диференційовні функції  xf        ,1 nCxf , n-на і  1n -ша по-
хідні яких строго монотонні на   , . При цьому характер їхньої монотонності 
повинен бути протилежним: якщо одна з них зростаюча, то друга має бути 
спадною, і навпаки.

Умова (2) не є необхідною для існування чебишовського наближення функції 
 xf  з абсолютною похибкою сумою поліному й логарифмічного виразу (1) й 
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інтерполюванням у крайніх точках відрізка. Її виконання необхідне лише в 
точках чебишовського альтернансу. У разі використання алгоритму Ремеза [2] 
для знаходження параметрів чебишовського наближення виразом (1) виконання 
умови (2) необхідне в усіх точках проміжних наближень до точок альтернансу.

Визначення параметрів чебишовського наближення сумою поліному й 
логарифмічного виразу з найменшою абсолютною похибкою й інтерполюванням 
у крайніх точках відрізка. Відповідно до теореми про існування чебишовського 
наближення функції  xf  нелінійним виразом з інтерполюванням [2, 5], пара-
метри чебишовського наближення сумою поліному й логарифмічного виразу 
(1), можна визначити за схемою Ремеза. Таке чебишовське наближення у ви-
падку інтерполювання в обох крайніх точках відрізка   і   має  2n -і точки 
альтернансу, а в разі інтерполювання лише в одній із крайніх точок –  3n -и 
точки альтернансу. 

Нехай  3,2  nizi  – точки альтернансу у випадку наближення з 
інтерполюванням у обох крайніх точках відрізка,  4,2  nizi  – точки 
альтернансу в разі чебишовського наближення виразом (1) з інтерполюванням 
лише у точці  , а  3,1  nizi  – у точці  . Якщо функція  xf  задовольняє 
умову теореми й точки альтернанcу відомі, то параметри ia   ni ,0  і A  
чебишовського наближення функції  xf  сумою поліному й логарифмічного 
виразу (1) з найменшою абсолютною похибкою на відрізку   ,  й 
інтерполюванням у крайніх точках відрізка визначаються за формулами 
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де    pxxp  ln, , вирази  11 ...,,,;  kiiik zzzUD  визначаються залежно 
від точок інтерполювання за відповідними формулами (5)-(8). Значення 
параметра p є розв’язком трансцендентного рівняння 
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а   nW  визначається формулою (3). 
Розв’язок рівняння (13) при    xpxp  ln;  можна знайти шляхом 

перебору з пробними значеннями 

     pii hpp  1 ,  ...,2,1i ,    (14)
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де  0  p 10-4, 
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до досягнення виконання нерівності 
             01  

n
in

n
in WpWp  .  (16)

Крок перебору ph  (15) покладається рівним наближеному значенню пара-
метра p , виходячи з оцінки значення  pn  – лівої частини рівняння (13).

Для уточнення значення p в інтервалі  ii pp ,1  можна застосувати метод 
хорд або ділення навпіл. Для тестових прикладів при уточненні значень 
параметра p швидко збігався метод Довелла [9].

Висновок. Достатньою умовою існування чебишовського наближення 
сумою поліному й логарифмічного виразу (1) для функції  xf  із найменшою 
абсолютною похибкою на відрізку   ,  й інтерполюванням у крайніх 
точках відрізка є виконання нерівностей (2) з врахуванням (6)-(8). Цій 
умові задовольняють, зокрема, неперервно диференційовні функції  xf  
      ,1 nCxf , n-на і  1n -ша похідні яких строго монотонні на   , . При 

цьому характер їх монотонності повинен бути протилежним: якщо одна з них 
зростаюча, то друга має бути спадною, і навпаки.

Параметри  niai ,0  і A  чебишовського наближення сумою поліному 
й логарифмічного виразу (1) визначаються за формулами (10)-(12). Значення 
параметра p є коренем трансцендентного рівняння (13). Для знаходження розв’язку 
цього рівняння запропоновано спосіб перебору з пробними значеннями (15). 
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A suffi cient condition for the existence of the Chebyshev approximation by the 
sum of a polynomial and logarithmic expression with interpolation at the boundary 
points of a segment has been established. The algorithm for determining the param-
eters of such an approximation with the minimal absolute error on the Remez scheme 
has been suggested.
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