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Побудовано математичну модель і проведено розрахунок розподілу маг-
нітного поля у магнітотвердому шарі, що знаходиться за умов одночасної дії 
гармонійного за часом та постійного магнітного полів. Задача розв’язується 
двома способами: за допомогою методу малого параметру, а також з вико-
ристанням нелінійних обчислювальних формул. Запропоновано розрахункові 
формули, що дозволяють у кожній вузловій точці лише за чотири звертан-
ня до правої частини диференційного рівняння отримати метод четвертого 
порядку точності, а також два двосторонні наближення третього порядку 
точності.

Ключові слова. Магнітне поле, магнітотвердий шар, рівняння електроди-
наміки, індукція, напруженість, задача Коші, неперервні дроби, нелінійні чи-
сельні методи, двосторонні наближення. 

Вступ. Математичне моделювання є одним із сучасних наукових методів 
дослідження прикладних задач і у багатьох важливих випадках дозволяє за-
мінити реальний процес, а також отримати як якісну, так і кількісну характе-
ристику модельованого процесу. 

При розрахунку напружено-деформівного стану тонкостінних елементів 
конструкцій (стержнів, пластин, оболонок), а також задач гідроакустики, кі-
нетики, електроніки, і т.д., виникає потреба знаходити не тільки наближені 
розв’язки досліджуваних математичних моделей, але й гарантовану оцінку по-
хибки.

Одним з ефективних способів побудови таких наближень є ланцюгові (не-
перервні) дроби. Процес їх обчислень є циклічним і легко програмується на ПК. 

Формулювання задачі. Розглянемо електропровідний шар із магнітотверло-
го матеріалу товщиною l. Шар знаходиться під впливом зовнішнього магнітно-
го поля, коли на поверхнях 0Z  і 1Z  задано дотичну складову напруженості 
магнітного поля

     tHHtHtH yy cos;1;0 10  , (1)

де ω = 2πν, ν- частота, H0 і H1 – відповідно стала складова та амплітуда гармо-
нійної складової напруженості магнітного поля.
Із рівнянь електродинаміки для області шару отримаємо рівняння [2-4]:
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яке пов’язує складові  tzHH y ;  напруженості магнітного поля і  tzBBy ;  
магнітної індукції.

Для магнітотвердих матеріалів залежність між індукцією B  та напружені-
стю H магнітного поля має вигляд [2-4]:

 arctgB H H . (3)

Тут  /2 SB ,     sB2/1 0  , mc HH /  при mHH   і 0/ HHc  
при mHH  ; 0H  і mH  – напруженість магнітного поля на поверхні тіла та 
відповідна гістерезисному насиченню; cH  – коерцитивна силаж SB  - індук-
ція насичення,   - початкова відносна магнітна проникність середовища, 0  
- магнітна стала,   - електропровідність. Крапка над величиною означає ча-
стинну похідну за часом. 

Методика розв’язання задачі електродинаміки. Розв’язок задачі (1)-(3) шу-
каємо двома способами: у вигляді ряду за малим параметром )( 0101 HHHH   , 
а також із використанням двосторонніх розрахункових формул.

Метод малого параметру
Ввівши безрозмірний параметр  , який характеризує відношення величи-

ни амплітуди гармонійної складової напруженості магнітного поля до сталої 
складової 01 / HH  (тоді 1 ) , умова (1) набуває вигляду 

     tHtHtH  cos1;1;0 0  .

Розв’язок нелінійної задачі електродинаміки (1)-(3) шукаємо у вигляді ряду 
за малим параметром  :

 KtzhtzhHtzH . (4)

Підставляючи (4) у формули (3), для функцій H  і B  отримаємо наступні 
розклади

KHtz ,

 KbbbHtzB , (5)
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Перейдемо до часових представлень розв’язків  0h ,  1h ,  2h . Підставляю-
чи розвинення (5) у вихідні співвідношення (1) – (3), а також враховуючи при 
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цьому (6), отримаємо систему рівнянь для знаходження магнітного поля в пер-
шому та другому наближеннях
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при граничних умовах:
      10 00 hh  ;            tthth cos;1;0 11  ;            0;1;0 22  thth . (8)

Розв’язки задачі (7)-(8) представимо у вигляді 

 

titi ezhezhtzh

tii ezhezhtzh  (9)

Тоді для функцій 1h  і 2h  отримаємо такі задачі:
а) в першому наближенні

 hii
dz

hd hh  (10)

б) в другому наближенні

hiihii
dz

hd hh  (11)

Розв’язком задачі (10) буде функція
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Враховуючи конкретний вираз (12) для функції )(1 zh , розв’язок задачі (11) 
представимо таким чином

      zQzPzh 2 ,

де      zhizP  1

2
21 
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Тоді для амплітуд першої та другої гармонік напруженості магнітного поля 
отримаємо наступні формули
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Аналогічно, для індукції магнітного поля отримаємо такі вирази для сталої 
складової, а також першої та другої гармонік їх амплітуд:












 

)0(v2
)(v)(

1

11
2

000
zbzB 

 ,    
)()(

11 0 zAzA hb 
,

   )0(v)0(v3112

)(
)(

31
22

2110
2



 


  zH

zAb
B

, (15)

де

zzzzz bb

zzzb

zzzz



COMPUTER TECHNOLOGIES OF PRINTING 2019/1 (41) 69

zz

zzzz

zzzb

zz

zz

zz

zzzz

Метод четвертого порядку точності
Після дискретизації по просторовій змінній, задачу (1)-(3) можна звести до 

системи звичайних диференціальних рівнянь з початковою умовою

  ,, yxfy        ,00 yxy       Lxxx  00 ,   (16)

де y(x) – дійсний m – компонентний вектор, f – дійсна векторна функція залеж-
ної та незалежної змінних, причому припускається, що функція f володіє 
необхідною для викладок гладкістю.

Використовуючи методику побудови однокрокових методів, а також теорію 
неперервних дробів, наближений розв’язок задачі Коші (16) представимо у ви-
гляді [5]:
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Вирази для lkd ,  у випадку 4,1 lk   ( 3,0;4,1  lk ) мають вигляд
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Тут h – крок інтегрування (h = xn+1 - xn, n =0,1,...), aij, ai, βij – параметри.

Розвинувши формулу (17) в ряд по степенях h і прирівнявши до нуля, кое-
фіцієнти при степенях hi  (i=1,4), отримаємо умови, яким повинні задовольня-
ти параметри aij, ai, βij  ,4,1, ji  щоб      .5,

11 hOyxy lk
nn   .

Наведемо значення параметрів у випадку, якщо 32   : 

 

a a a a a

a a  (18)

jaja jj aa

де β43 – відмінний від нуля параметр.

При 32    маємо:
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де ,14   2  і 3  – довільні числа, що задовольняють співвідношення

    .011 323232  

Побудова двосторонніх наближень третього порядку точності.
Ці розрахункові формули будуються так, щоб локальні похибки схеми в 

кожній вузловій точці мали вигляд:

 pp
nn hOfKFhyxy   (20)
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де )( 1nxy  і 1ny  - відповідно точний і наближений розв’язок задачі (1), h- крок 
інтегрування, F(f) – деякий диференціальний оператор, обчислений в точці  
(xn, yn,) K – константа, р – порядок точності, ω - параметр двосторонності.

Наведемо значення параметрів при 32   :

 

a aaa a a aa

a a

a a a
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де β43 – відмінний від нуля параметр. При цьому
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Запропоновані формули, використовуючи лише чотири звертання до правої 
частини диференціального рівняння, дозволяють отримувати в кожній вузло-
вій точці не тільки односторонній метод четвертого порядку точності і двосто-
ронні формули третього порядку точності, а також оцінку головного члена по-
хибки двосторонніх наближень.

Зауважимо, що відомі [6-9] двосторонні методи Рунге-Кутта третього по-
рядку точності містять щонайменше шість звертань до правої частини вихід-
ного диференціального рівняння.

Аналіз розв’язків. Розглянемо шар із магнітотвердого матеріалу. Най-
більш характерним представником такого матеріалу з великим значенням коер-
цитивної сили, який застосовується для запису інформації є сплав К25Х30М3, 
характеристики якого наступні:

cH mH sB rB ï

При цьому вважаємо 1,0 , а товщину шару приймемо l , так як 
даний сплав виготовляють у вигляді тонких листів саме такої товщини. Заува-
жимо, що в такому випадку для даних характеристик матеріалу відносна гли-
бина проникання магнітного поля γ (для немагнітних матеріалів) не перевищує 
одиниці (γ<1) навіть для частот менших за , які розглядаються в 
даній роботі. Для магнітних матеріалів глибина проникання γε є пропорційною 

 . Так як   (див. Рис.1), то .
Так як всі розглядувані величини містять параметри   і 1 , то представ-

ляє практичний інтерес дослідити їх залежність від зовнішнього постійного 
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магнітного поля H0. Тут, та на наступних рисунках суцільні криві відповідають 
магнітотвердому матеріалу, пунктирні – еквівалентному магнітом’якому мате-
ріалу, в якому знехтувано коерцитивною силою (Hс = 0 або χ = 0), а всі інші 
характеристики такі ж, як і для магнітотвердого матеріалу.

Зауважимо на характерний хід кривої  0H , показаний на рис.1. Віднос-
на магнітна проникність   повільно спадає до полів mHH
, в точці mHH 0  маємо злам кривої та різке зменшення даної величини. Для 
полів порядку mHH  зникає різниця між магнітотвердим та маг-
нітом’яким матеріалом. Це пов’язано із означенням величини χ, яке має місце 
для магнітотвердих матеріалів. Фізично це означає, що вплив коерцитивної 
сили є великим для полів mHH 0 , де mH – величина напруженості магнітного 
поля, яка відповідає гістерезисному насиченню.

Рис. 1 Залежність відносної магнітної 
проникненості με від постійного магнітно-

го поля H0     

Рис. 2. Залежність величини μ1ε  від сталої 
складової напруженості магнітного 

поля H0

Для полів mm HHH 30   вплив коерцитивної сили різко зменшується і зов-
сім зникає для полів mHH 30  . Для еквівалентного магнітом’якого матеріалу 
залежність )( 0H  не має зламів і плавно спадає.

На рис. 2 наведено залежність величини 1  від сталої складової напруже-
ності магнітного поля 0H . Зі збільшенням 0H  величина 1  зростає, приймає 
максимальне значення 71   в точці H , а потім різко зменшу-
ється. Як і для магнітної проникності   величина 1  в точці mH  має злам і 
також для полів H   зникає вплив коерцитивної сили. Зауважимо, що 
аналогічний характер має крива 1  для еквівалентного магнітом’якого матері-
алу ( 0 ). При H   вона досягає максимального значення  μ1ε = 
3,42, а далі повільно спадає.

Перейдемо тепер до аналізу розподілів амплітуд напруженості та індукції 
магнітного поля по товщинній координаті z , які наведено на рис. 3 – рис. 6. 
Графіки приведені для таких значень сталої складової напруженості магніт-
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ного поля H0: 102, 103, 104 і 105 (А/м), які відповідають рисункам а, b, c і d 
відповідно. Криві 1 на цих рисунках відповідають частоті ÌÃö5 , а криві 2 
– відповідно ÃÃö5 .

Як показано на рис. 3 амплітуда першої гармоніки напруженості магніт-
ного поля пропорційна величині H0. Зі збільшенням напруженості поля H0 роз-
поділ 1hA  стає більш рівномірний по товщині шару, при цьому суттєво стає по-
мітною різниця між магнітотвердим та магнітом’яким матеріалом. Врахування 
коерцитивної сили приводить до збільшення глибини проникання магнітного 
поля (приблизно в 1  разів).

Рис. 3. Розподіл амплітуд напруженості магнітного поля по товщинній координаті z

На рис. 4 показано графіки розподілу амплітуди другої гармоніки на-
пруженості магнітного поля. Зауважимо, що розподіл має параболічний ха-
рактер. Зі збільшенням величини H0 амплітуда зростає, досягає максималь-
ного значення при H  яке рівне hA  для  і 

hA  для  (див. рис. 7), а потім зменшується. Дуже ці-
кавим фактом є те, що для полів H   величина 2hA  є більшою для 
еквівалентного магнітом’якого матеріалу; далі характер розподілу поля різко 
змінюється.
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Рис. 4. Графіки розподілу амплітуди другої гармоніки напруженості магнітного поля

На рис. 5 показано розподіл амплітуди першої гармоніки індукції магнітно-
го поля по товщинній координаті. Амплітуди збільшуються майже прямо про-
порційно величині 0H  (виняток становить частота ÃÃö5 , коли 1bA  має пік 
при H , див. рис. 8), а розподіл стає більш плавним. Зауважимо, що 
маємо доволі складний вклад коерцитивної сили, який залежить як від величи-
ни 0H , так і від частоти зовнішнього поля  .
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Рис. 5. Розподіл амплітуди першої гармоніки індукції магнітного поля по товщинній координаті

Розподіл другої гармоніки амплітуди індукції магнітного поля по коорди-
наті z показано на рис. 6. Як і для напруженості магнітного поля розподіл но-
сить параболічний характер і також суттєво залежить від величин 0H ,   і χ. 
Так зі збільшенням поля 0H  величина амплітуди 2bA  досягає максимуму при 
H , який рівний bA  для  та bA  
для .

Рис. 6. Розподіл другої гармоніки амплітуди індукції магнітного поля по координаті z
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Проведемо більш детальний аналіз залежностей характеристик магнітного 
поля від величини 0H , які мають практичний інтерес. Так, на рис.7-рис.9 на-
ведено графіки залежностей другої гармоніки напруженості магнітного поля 

2hA  та першої 1bA , а також другої 2bA  гармонік індукції магнітного поля від 
величини 0H  посередині шару ( 2/1z ).

Рис.7. Графіки залежностей другої гармоніки 2hA  напруженості магнітного поля

Рис. 8. Графіки залежностей першої гармоніки 1bA ,напруженості магнітного поля
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Рис. 9. Графіки залежностей другої гармоніки 2bA  напруженості магнітного поля

Залежність  2/1;01 zHAh  не наведено, так як із-за скін ефекту величина 1hA  
практично відсутня при 2/1z .

Зауважимо, що числові результати, отримані з використанням методу мало-
го параметру і нелінійних розрахункових формул відрізнялись на 4-5%.

Висновки. Таким чином, із проведеного аналізу випливає, що є суттєвим 
врахування впливу коерцитивної сили на розподіл напруженості та індукції 
магнітного поля у магнітотвердих тілах, які знаходяться за умов одночасної 
дії гармонійного за часом та постійного магнітних полів. Глибина проникан-
ня магнітного поля в магнітотвердих матеріалах збільшується в 1  разів у 
порівнянні з магнітом’яким, тобто розподіл амплітуд перших гармонік напру-
женості та індукції магнітного поля носить більш приповерхневий характер.
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In this paper, the distribution of the magnetic fi eld in a magnet-solid layer, which 
is subject for simultaneous action of time-harmonic and permanent magnetic fi elds, 
has been studied. The calculations have been carried out using a method of the small 
parameter and nonlinear numerical method.
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The suggested formulas, using only four appeals to the right-hand side of the 
diff erential equation, allow us to obtain not only a one-step method of the  fourth order 
of accuracy, but also two-sided calculation formulas of the third order of accuracy. 
Note that when using the above calculation formulas, at each node we get several 
approximations to the exact solution. Comparison of these approximations provides 
additional information for the choice of the integration step or for evaluation of the 
accuracy of the result. 
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