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Запропоновано метод побудови чебишовського наближення функції двох 
змінних з відтворенням її значення у заданій точці. Він ґрунтується на послі-
довній побудові середньостепеневих наближень з інтерполюванням у заданій 
точці. Для побудови середньостепеневого наближення використано ітерацій-
ну схему на основі методу найменших квадратів зі змінною ваговою функцією. 
Описано алгоритм для обчислення параметрів чебишовського наближення з 
інтерполюванням для абсолютної та відносної похибки. Подані тестові при-
клади чебишовського наближення з інтерполюванням підтверджують ефек-
тивність методу при наближенні функцій однієї та двох змінних.

Ключові слова: чебишовське наближення з інтерполюванням, функція двох 
змінних, середньостепеневе наближення, метод найменших квадратів.

Вступ. Нехай неперервна функція двох змінних f(x, y) задана на множині 
різних точок   isn
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 . Функцію f(x, y) необхідно наблизити уза галь-
неним поліномом 
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за системою базисних функцій φi (x, y), m0i , , де ai, m0i ,  – невідо-
мі параметри:   Aa m

0ii 
, 1mRA  , Rm – m-вимірний простір дійсних чисел. 

Поліном  yxaFm ,;*  називатимемо чебишовським наближенням функції 
f (x, y) на множині точок Ω з інтерполюванням у точці  yx, ,   yx, , якщо він 
задовольняє умову

        yxaFyxfyxaFyxf mAam ,;,maxmin,;,max * 


 (2)

і в точці  yx,  відтворює значення функції f (x, y)

     vyxaFyxf m  ,;, * .  (3)
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Наближення, що задовольняє умови (2) і (3), називають чебишовським 
наближенням з інтерполюванням або з умовою [1, 2].

Задача знаходження чебишовського наближення з інтерполюванням 
виникає, під час проєктування вимірювальних приладів [1, 3 - 5], у яких пев-
ному значенню вихідного сигналу сенсора має відповідати конкретне значення 
вимірюваної величини. 

Властивості чебишовської апроксимації з інтерполюванням для функцій 
однієї змінної описано в працях [1, 2, 6 - 8]. В цих працях подано відповідні 
характеристичні властивості й запропоновано алгоритми для визначення па-
раметрів чебишовського наближення з інтерполюванням. Ми пропонуємо 
метод побудови чебишовського наближення функцій двох змінних з 
інтерполюванням як граничного наближення у нормі простору Lp при  
p → ∞[9, 10]. Цей метод полягає в послідовній побудові середньостепеневих 
наближень з відтворенням значення функції в заданій точці. 

1. Метод визначення параметрів 
чебишовського наближення функцій двох змінних з інтерполюванням

Побудова чебишовського наближення таблично-заданих функцій двох 
змінних з інтерполюванням ґрунтується на ідеї послідовного отримання 
середньостепеневого наближення в просторі pE  при ...,,, 432p  [11, 12]. Не-
хай для функції f (x, y), таблично-заданої на множині точок Ω, існує чебишов-
ське наближення поліномом  yxaFm ,;  з інтерполюванням у точці  yx, . Для 
побудови такого чебишовського наближення можна використати метод послі-
довних середньостепеневих наближень виразом 
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Вираз  yxaFm ,;  отримано з поліному (1) з врахуванням відтворення 
значення функції f (x, y) в точці  yx,  –   vyxf , : на підставі інтерполяційної 
умови (3) з поліному (1) вилучили параметр а0. При отриманні виразу (4) ми 
припустили, що  yx0 ,  не дорівнює нулеві. 

Побудова чебишовського наближення функції f (x, y) полягає послідовному 
обчисленні середньостепеневих наближень f (x, y) виразом  yxaFm ,;  для 

...,,, 432p  . Для обчислення значень параметрів середньостепеневих набли-
жень використовуємо ітераційну схему на основі методу найменших квадратів 
[11 – 12]

       min,;,,  



 Aa

X

2
mr

u

yxaFyxfyx , 2p1r  ,..., , ...,,, 32p   (5)

з послідовним уточненням значень вагової функції 
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де      yxaFyxfyx 1kmk ,;,, ,  , r1k , ,  yxaF km ,;,  – наближення функції 
f (x, y) виразом (4) за методом найменших квадратів з ваговою функцією 

 yxk ,  на множині точок  yxu ,\ . 

Метод найменших квадратів (5) з ваговою функцією (6) забезпечує 
послідовне отримання середньостепеневих наближень  yxaF rm ,;, , r = 0,1 ,...  
функції f (x, y) в просторі E r+2. Відповідно до (6) значення вагової функції на 
кожній ітерації (5) змінюється пропорційно модулю похибки наближення 
функції f (x, y) виразом  yxaF rm ,;,

      yxaFyxfyx rmr ,;,, , , (7)

який отримано на попередній ітерації. Оскільки точці   uyx ,  з 
найбільшим відхиленням (7) відповідає найбільше пропорційне збільшення 
вагової функції (6), то застосування такого уточнення значень вагової функції 
для ітерацій (5) зумовлює послідовне зменшення похибки наближення (7) 
функції f (x, y) на множині точок Ωu

 r10  ˆ...ˆˆ  ,  (8)
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Отже, аналогічно до методу описаного в [11, 12], застосування вагової 
функції (6), значення якої на кожній ітерації (5) змінюються пропорційно до 
модуля похибки (7) відтворення значення функції f (x, y), зумовлює послі-
довне зменшення похибки її відтворення (9) наближенням  yxaF rm ,;, . Послі-
довне зменшення похибки відтворення значень функції f (x, y) наближенням 

 yxaF rm ,;,  в результаті кожної наступної ітерації (5) з ваговою функцією (6) 
обґрунтовує збіжність ітерацій (5)-(6).

Завершення ітерацій (5) можна контролювати досягненням деякої заданої 
точності ε

 rr1r  ˆˆˆ  .  (10)

Значення параметрів аі  m1i ,  чебишовського наближення узагальненим 
поліномом (1) дорівнюють значенням відповідних параметрів аі  m1i ,  в 
наближенні  yxaF rm ,;, , а значення параметра а0 обчислюємо за формулою

    yxyxava 0
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Отже, послідовне уточнення значень вагової функції (6) з врахуванням 
похибок відтворення значень функції f (x, y) за результатами всіх попередніх 
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наближень за методом найменших квадратів (5), забезпечує збіжність 
ітераційної схеми (5)-(6) при обчисленні середньостепеневих наближень 
з інтерполюванням в точці  yx,  і відповідно забезпечує збіжність методу 
обчислення чебишовського наближення з відтворенням значення функції 
f (x, y) в точці  yx,  –   vyxf , . Задаючи значення ε в (10), можна досягнути 
необхідної точності обчислення параметрів чебишовського наближення 
функції f (x, y) з інтерполюванням. 

2. Визначення параметрів чебишовського наближення функції двох 
змінних з інтерполюванням з відносною похибкою

Якщо неперервна функція f (x, y) на множині точок Ω не набуває значень 
рівних нулеві, то за аналогічним методом можна обчислити чебишовське 
наближення f (x, y) з відносною похибкою. Для побудови чебишовського 
наближення функції f (x, y) з відносною похибкою й інтерполюванням у точці 
 yx,  використовуємо метод найменших квадратів (5) з ваговою функцією 
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а  yxaF km ,;,  – наближення функції f (x, y) виразом (4) за методом найменших 
квадратів з ваговою функцією pk(x, y). 

Під час побудови наближення з відносною похибкою завершення ітерацій 
(5) з ваговою функцією (12) можна контролювати досягненням деякої необхід-
ної точності ε відповідно до умови (10), в якій

    yxyx 1r
X
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u

,max,ˆ 


 ,  (14)

де  yx1r ,  – похибка відтворення функції f (x, y) виразом  yxaF rm ,;, , 
отриманим за методом найменших квадратів (5) на r-ій ітерації. 

Параметри аі  m1i ,  чебишовського наближення неперервної функції  
f (x, y) заданої на множині точок Ω з відносною похибкою і інтерполюванням 
у точці  yx,  узагальненим поліномом (1) дорівнюють значенням відповідних 
параметрів наближення  yxaF rm ,;, , визначеного за результатом виконання умо-
ви (10), (14). Значення параметра а0 обчислюємо за формулою (11).

Результати обчислення параметрів чебишовського наближення з 
інтерполюванням для тестових прикладів підтверджують збіжність ітераційного 
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процесу (5) з ваговими функціями (6) і (12) при наближенні функцій однієї і 
двох змінних. Зокрема, під час розв’язування тестових прикладів для функцій 
двох змінних, заданих на множині зі 121-ї точки, співпадання двох-трьох 
значущих цифр у похибці наближення досягалось при ε = 0.003 за сімнадцять-
двадцять ітерацій (5) як з ваговою функцією (6) для абсолютної похибки, так і 
з ваговою функцією (12) для відносної похибки.

Приклад 1. Знайдемо чебишовське наближення функції 0xy  
заданої в точках xі, 200i , де i10xi , поліномом другого степеня з інтерполю-
ванням у точці 20xx 2 . .

З використанням запропонованого методу при ε = 0.003 за одинадцять 
ітерацій (5) для функції y(x) отримано поліном

 xx0xaP 2
2 , (15)

який забезпечує абсолютну похибку наближення – 0.09482222. Чебишов-
ське наближення функції y(x) поліномом другого степеня з інтерполюванням у 
точці 20xx 2 . , отримане за ітераційною схемою Ремеза з уточненням точок 
альтернансу за алгоритмом Валле-Пуссена [13] забезпечує похибку апрокси-
мації – 0.09289:

 xxxaP  (16)

Перевищення похибки наближення поліномом (15) в порівнянні з похибкою 
чебишовського наближення, отриманого за схемою Ремеза (16), дорівнює 
– 0.00193, що становить 1.96% від похибки чебишовського наближення, 
отриманого за схемою Ремеза.

Криву похибки апроксимації функції y(x) поліномом (15) подано на рис. 1.  

Рис. 1. Крива похибки апроксимації функції y(x) поліномом (15)

Подана на рисунку крива похибки наближення функції y(x) поліномом 
(15) відповідає характеристичній властивості чебишовського наближення 
з інтерполюванням [8, 13] – має три екстремальні точки, в яких досягає 
найбільшого за модулем відхилення, значення модулів цих відхилень 
збігаються (в межах заданої точності) і знак відхилень у цих точках чергується 
за винятком точок сусідніх з точкою інтерполювання 20xx 2 . :
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 (0,  – 0.0918128445),   (0.9,  – 0.094822225),   (2,  0.093699392). (17)
В екстремальних тачках сусідніх з точкою інтерполювання – в першій і 

другій екстремальній точці знак відхилень співпадає. Екстремальні точки (17) 
збігаються з точками альтернансу, отриманими при наближенні функції y(x) 
за схемою Ремеза (16). У першій екстремальній точці (17) спостерігається 
дещо менше за модулем значення похибки наближення. Для досягнення 
кращого вирівнювання значень модулів похибок наближення в екстремальних 
точках можна підвищити точність обчислення чебишовського наближення, 
зменшивши значення ε в умові (10). 

Чебишовське наближення функції y(x) з абсолютною похибкою 0.09312 
було отримано за методом (5)-(6) при ε = 0.00004 за дев’яносто п’ять ітерацій 

 xxxaP  (18)

Для наближення поліномом (18) в екстремальних точках спостерігались 
такі значення похибок: 

(0,  – 0.0927830039),   (0.9,  – 0.093120583),   (2,  0. 92751312).

З підвищенням точності ε обчислення наближення поліномом другого 
степеня екстремальні точки не змінилися, а значення модулів похибки 
чебишовського наближення в цих точках майже вирівнялися: значення 
відхилення в першій екстремальній точці менше за відхилення у двох інших 
точках на 0.0003376, розбіжність значень відхилень екстремальних точках 
становить 0.36%. 

Чебишовське наближення функції y(x) поліномом другого степеня з 
інтерполюванням у точці 20xx 2 .  з відносною похибкою за методом (5), 
(12) для ε = 0.003 було отримано за сім ітерацій. Поліном

 2
2 xxxaP  (19)

забезпечує відносну похибку наближення –  9.447%. 
Графік відносної похибки наближення (19) також відповідає характерним 

ознакам чебишовського наближення з інтерполюванням [8, 13] – в екстремаль-
них точках відносна похибка набувала таких значень (у відсотках):

(0,  – 8.859049145),   (0.6,  – 9.447614958),   (2,  9.320294916).

Чебишовське наближення функції y(x) поліномом другого степеня з 
відносною похибкою й інтерполюванням у точці 20xx 2 . , отримане за 
ітераційною схемою Ремеза з уточненням точок альтернансу за алгоритмом 
Валле-Пуссена [13] 

   83254630.18880620029211.8533164831012930.34566289 ; 2
2 xxxaP  , (20)

забезпечує похибку апроксимації – 9.308%. Перевищення похибки набли-
ження поліномом (19) в порівнянні з похибкою чебишовського наближення 
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(20), отриманого за схемою Ремеза, дорівнює – 0.14%.
Приклад  2. Знайдемо чебишовське наближення функції 22 yx1yxz

заданої в точках ji yx 100i 100j , де i10xi , j10y j , поліномом дру-
гого степеня за змінними x та y з інтерполюванням у точці (0.5, 0.5), тобто 
відтворенням значення – 515050z .

З використанням запропонованого методу при ε = 0.003 за тридцять 
ітерацій (8)-(9) для функції z (x, y) отримано поліном

 yx
xyxyyxaP

 (21)

Поліном (21) забезпечує абсолютну похибку наближення функції 
z (x, y) –  0.012079713. Поверхню похибки апроксимації функції z (x, y) поліном 
(21) подано на рис. 2.

Рис. 2. Поверхня похибки апроксимації функції z (x, y) 
поліномом (21) з абсолютною  похибкою.

Знайдемо чебишовське наближення функції z (x, y) поліномом другого 
степеня за змінними x та y з відносною похибкою й інтерполюванням у точці 
(0.5, 0.5), тобто відтворенням значення – 515050z .

З використанням запропонованого методу при ε = 0.003 за п’ять ітерацій 
(8)-(17) для функції z (x, y) отримано поліном

 yx
xyxyyxaP

. (22)

Поліном (22) забезпечує відносну похибку наближення функції z (x, y) – 1.03%. 
Висновок. Чебишовське наближення функцій двох змінних з 

інтерполюванням можна обчислити за ітераційною схемою (5)-(6) з найменшою 
абсолютною похибкою і за схемою (5), (12) – з відносною похибкою. Цей 
метод полягає у послідовній побудові середньостепеневих наближень з 
інтерполяційною умовою за ітераційною схемою на основі методу найменших 
квадратів. Він передбачає можливість обчислити чебишовське наближення 
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функції двох змінних з інтерполюванням із необхідною точністю. Тестові 
приклади підтверджують достатньо швидку збіжність запропонованого методу 
як при побудові чебишовського наближення з абсолютною похибкою, так і 
відносною похибкою. За аналогічною схемою можна реалізувати обчислення 
чебишовського наближення з інтерполюванням в декількох точках, а також 
побудову чебишовського наближення з інтерполюванням для функцій багатьох 
змінних. 
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A method of constructing a Chebyshev approximation of the function of two 
variables with the reproduction of its value at a given point has been suggested. 
It is based on the consistent construction of power-average approximations with 
interpolation at a given point. An iterative scheme based on the least squares 
method with a variable weight function has been used to construct the power-
average approximation. An algorithm for calculating the Chebyshev approximation 
parameters with interpolation for absolute and relative error has been described. 
The presented test examples of the Chebyshev approximation with interpolation 
confi rm the eff ectiveness of the method of approximating functions of one and two 
variables.
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